Programare dinamica II

n acest curs vom trata problema gésirii celor mai scurte drumuri dintre toate perechile de
noduri din graf. Aplicatia acestei probleme poate fi in a crea o situatie a distantelor dintre toate
perechile de orase de pe o harta. Fie un graf ponderat orientat, G(V, E) cu o functie pentru ponderile
muchiilor w: E — R. Dorim sa gasim, pentru fiecare pereche de noduriu,v € V,undrumdelaulav,

unde ponderea unui drum este suma tuturor ponderilor muchiilor ce alcatuiesc drumul.

Putem rezolva problema tuturor drumurilor celor mai scurte ruldnd de |V| ori, un algoritm de
tipul Dijkstra ce rezolva cel mai scurt drum dintre un nod sursa si un nod destinatie (formand perechea
de noduri de mai sus). Daca toate muchiile sunt pozitive, putem folosi algoritmul lui Dijkstra, altfel va
trebui sa folosim un algoritm de tipul Bellman-Ford. Daca folosim algoritmul lui Dijkstra obtinem un
ordin de timp O (V3).

Daca graful contine si muchii negative, va trebui sa aplicam un algoritm de tipul Bellman Ford ce
are ca ordin de timp total O(V2E). Dacd avem un graf dens putem ajunge si la un ordin de O(V*). Vom
vedea 1n continuare cum putem sa realizam un algoritm mai rapid.

Spre deosebire de algoritmii cu o singura sursa, ce se folosesc mai mult de lista de adiacenta
pentru reprezentarea unui graf (din motive evidente), algoritmii prezentati in continuare vor folosi
matrice de adiacenta ca reprezentare a grafurilor. Intrarea este o matrice de n X n si anume W. Adica

W = (w;;) unde

0 dacai=j
w;; =3 costul muchiei (i,j) dacdi+#jsi(i,j)€E
0 dacii+j si(i,j) ¢ E

Sunt permise muchii de cost negativ, dar graful nu are voie sa contina cicluri de cost negativ.

Solutia algoritmilor prezentati in acest capitol, este o matrice n X n sianume D = (d;;), unde
d;; contine costul celui mai scurt drum de la nodul i la nodul j. Fie notatia 6 (i, j) pentru cel mai scurt
drum de la nodul i la nodul j, ce duce la egalitatea d;; = §(i, j), egalitate ce are loc la sfarsitul rularii
algoritmului.

Pentru a rezolva problema celor mai scurte drumuri folosind o matrice de adiacenta, trebuie sa
calculdm si matricea de predecesori Il = (7;;) unde 7;; este NULL daca fie i = j, fie nu exista drum de

lailaj.



Pentru fiecare nod i € VV, vom defini un subgraf predecesor al lui G pentru i astfel ca

Gri = (Vni» En) unde

Vi ={j € Vim;; = NULL} U {i} si

Ep; ={(mij,1):j € Vy; sim; # NULL}

Dacad G ; este un arbore al celor mai scurte drumuri, atunci urmatoarea procedura, va afisa cel
mai scurt drum de la un nod i la un nod j.

PRINT — ALL — PAIRS — SHORTEST — PATH(1, 1, )

1. ifi=j

2 thenprint i

3 elseif m;; = NULL

4. then print "no path fromi to j exists"

5 else PRINT — ALL — PAIRS — SHORTEST — PATH((I1,i, nl-j)
6 print j

n continuare vom studia o prima metoda ce implicd si programarea dinamicd pentru a rezolva

problema tuturor celor mai scurte drumuri.

Cele mai scurte drumuri si multiplicarea matricelor

Sectiunea prezinta un algoritm in care fiecare bucla mare va apela o operatie similar multiplicarii
matricelor. Vom dezvolta un algoritm de ordin O(V*) ce poate fi imbunatatit pana la O(V3logV). S3 ne
reamintim care sunt pasii unu algoritm de programare dinamica:

1. Caracterizarea structurii unei solutii optime

2. Definirea recursiva a unei valori a solutiei optime

3. Calculul valorii solutiei optime totale de jos in sus.
Structura unui drum minim
Pentru a caracteriza aceasta structura se poate demonstra ca toate subdrumurile unui drum

minim sunt la randul lor minime. Sa presupunem ca graful este reprezentat de matricea de adiacenta

W= (Wij). Fire un drum minim p de la nodul i la nodul j, sa presupunem ca p contine maxim m muchii.



Presupunand ca nu exista cicluri de cost negativ, m este finit. Dacd i = j atuncip = 0 si nu are

!

- . VR N . . n . P , . .
nici o muchie. Daca i, j sunt distincte atunci separam p in drumul i = k — j unde p’ contine maxim

m — 1 muchii. Stim ¢ p este un drum minim de la i la k. Atunci 5 (i, j) = 6(i, k) + wy;.

Solutia recursiva a problemei celor mai scurte drumuri

. m .o e v . v . . . . . .
Fie di(j ) ponderea minima a oricarui drum de la nodul i la nodul j ce contine maxim m muchii.

Atunci cand m = 0, exista un drum minim de la i la j fara muchii doar daca i = j. De aceea

40 — {0 dacai=j
Y o dacai + j

Pentrum > 1 calculdam dg.n) ca minimum de dg.n_l) (ponderea celui mai scurt drumdelailaj

format din m — 1 muchii) si ponderea minima a oricarui drum de la i la j ce consta din maxim m muchii

ce a fost obtinut uitandu-ne la toti predecesorii k ai lui j. De aceea definim recursiv:

o [ am=1) o (m—1) — min g™
dg'l = min (dij ! 1rsnk1£1n dik + ij) - 1rsnkl£n dik + Wkj

A doua egalitate vine din faptul ca w;; = 0.

Tn ce constau ponderile celor mai scurte drumuri §(i, j)? Dac3 graful nu contine cicluri de cost
negativ, atunci toate drumurile minime sunt simple deci contin maxim n — 1 muchii. Un drum de la
nodul i la nodul j cu mai mult de n — 1 noduri nu poate avea o pondere mai mica decat un drum minim

de la nodul i la nodul j.

Cel mai scurt drum dintre doua noduri are un cost ce indeplineste relatia:

8Gi, ) =d P =d = a5t = ..



Calculul celui mai scurt drum de sus in jos

Fie matricea de intrare W = (Wij), va trebui s calculdm seriile de matrice D@, D@, ..., p(~1)
unde pentrum = 1,2, ...,n — 1 avem pim = (dl(]m)) Matricea finals: D1 contine cele mai scurte
drumuri. Se poate observaca D = W,

Principala functie a algoritmului este cea de mai jos, care, dat fiind matricele D™D si W , va
calcula matricea D™ . Adics extinde cele mai scurte drumuri (de pana acum) cu o muchie in plus.

EXTEND — SHORTEST — PATHS(D, W)

1. n < rows[D]

2. fieD' = (dj;) omatricenxn

3. fori<1tondo

4 forj<1tondo

5. di; « @

6 fork < 1ltondo

7 di; < min(d;;, di + wy;)
8. returnD’

Procedura calculeaz o matrice D' = (d{j) ce va fi returnata la sfarsit. Practic se aplica ecuatia

d{? = MiNycg<n dl-(;n_l) + wyj de mai sus. Ordinul este 0(n?®) din cauza celor 3 for-uri imbricate. Se

poate vedea asemadnarea cu multiplicarea matricelor. De exemplu daca dorim sa calculam produsul

C = A- B adoud matricen X n, pentrui,j = 1,2, ...,n vom calcula:

n

Cij = Z Qi by

k=1
Dacd facem inlocuirile :
dm=D - g
w-b
am - ¢
min - +
+o-

obtinem exact algoritmul de inmultire a doua matrice.



Aceasta este functia care calculeaza drumul minim pentru D=1, Pentru a calcula toate
drumurile minime avem nevoie sa apelam aceasta functie in cadrul urmatoarei proceduri.
SLOW — ALL — PAIRS — SHORTEST — PATHS(W)

n « rows[W]
DWW
forme<2ton—1do

D™ « EXTEND — SHORTEST — PATHS(D™~V, W)

LA A

return D1

n figura 1 avem un exemplu de functionare al acestui algoritm, pentru graful dat. Avem 5 noduri,

astfel c3 metoda EXTEND — SHORTEST — PATHS(D ™1, W) va fi apelati de 3 ori.

0 3 8 2 -4

3 0 -4 1 7

D=1 o 4 0 5 11
2 -1 -5 0 =2
8 oo 1 6 0

0 3 -3 2 -4 0 1 -3 2 -4
30 -4 1 -1 3 0 -4 1 -1
p¥=17 4 0 5 11 DY=17 4 0 5 3
2 -1 =5 0 =2 2 -1 -5 0 =2

8 S 1 6 0 8 5 1 6 0

Figura 1. Un digraf si secventa de matrice D™ calculate cu functia

SLOW—ALL—PAIRS—SHORTEST—PATHS(W). Se poate verifica D) = D@,



Problema este c& ordinul de timp al acestui algoritm este de O(V*), de acolo vine si numele.

Imbunititirea timpului

Scopul este de a calcula toate matricele D™, dar ne intereseazd doar matricea D™~V Absenta
ciclurilor negative implicd D™ = D=1 pentru orice m > n — 1. De aceea putem calcula D™~V cu
[log(n — 1)] produse de matrice astfel:

DM =w

DA =w2=w-w
DWW =w*=w?2.-w?
D® =W =w*. w*
Generalizand obtinem

Dz[log(n—lﬂ Wz[log(n—lﬂ _ Wleog(n—l)l—l . Wzﬂog(n—lﬂ—i

Urmatoarea procedura permite calcularea secventei de mai sus folosind tehnica numita ridicare
la patrat repetata.
FASTER — ALL — PAIRS — SHORTEST — PATHS(W)

n < rows[W]

DD «w

me1

1
2

3

4. whilen—1>mdo
5 D@™ « EXTEND — SHORTEST — PATHS(D®™, D(™))
6 me 2m

7

return DM

Tn fiecare iteratie a buclei while vom calcula D™ = (D(m))2 incepand cu m = 1. Ultima iteratie
calculeazd D™D calculand D@™ pentrun — 1 < 2m < 2n — 2. Timpul acestui algoritm este
0(n3logn) deci este mai bun decat cel prezentat anterior.

Urmeaza sa prezentam un alt algoritm ce rezolva problema si mai rapid.



Algoritmul Floyd-Warshall

Vom folosi o alta formulare, pentru a rezolva problema tuturor drumurilor minime dintr-un digraf
G = (V, E). Algoritmul denumit Floyd-Warshall ruleaz& in O(V3). Digraful poate contine muchii negative,
insad nu poate avea cicluri de cost negativ. Vom redefini problema folosind programarea dinamica, iar

apoi vom prezenta o metoda similara pentru a gasi inchiderea tranzitiva dintr-un graf orientat.

Structura drumului minim

n acest algoritm vom folosi o altd caracterizare a drumului minim si anume algoritmul va considera
noduri intermediare din drumul minim, unde un nod intermediar este un nod dinp = (v, v, ..., V;),

altul decat v, sau v;. p este un drum simplu ce contine acele noduri.

Algoritmul lui Floyd-Warshall se bazeaza pe urmatoarea observatie. Fie nodurile grafului:
V ={1,2,...,n} si fie o submultime {1,2, ..., k} de noduri. Pentru orice pereche de nodurii,j € V, sa
consideram toate drumurile de la i la j ce au ca noduri intermediare pe cele din multimea {1,2, ..., k}.
Fie p drumul de cost minim dintre ele ( este simplu pentru ca G nu contine cicluri negative ). Algoritmul
va exploata relatia dintre drumul p si cel mai scurt drum dintre i si j ce are ca noduri intermediare pe

cele din multimea {1,2, ..., k — 1}. Relatia depinde de apartenenta lui k la p.

e Daca k nu este nod intermediar pentru p atunci toate nodurile intermediare ale lui p sunt in
{1,2, ...,k — 1}. De aceea drumul de cost minim de la i la j cu noduri intermediare din
multimea {1,2, ..., k — 1} este si drumul de cost minim cu nodurile intermediare din
{1,2,..., k}.

e Daca k este nod intermediar al lui p, impartim p in doua subdrumuri i 2 k %j. Dupad cum
apare in figura 2. p, este drumul minim de la i la k si are nodurile intermediare in {1,2, ..., k}.
Similar, p, este drumul minim de la k la j si are nodurile intermediare in {1,2, ...,k — 1}.

Reunind cele doua multimi, probleme se poate constata ca relatia este indeplinita.

Figura 2. Drumul p este cel de cost minim dintre i si j



O solutie recursiva la problema tuturor drumurilor de cost minim

Pe baza observatiei de mai sus vom defini o formula recursiva pentru estimarea drumurilor de cost

mini. Fie d%

ij costul drumului de cost minim de la nodul i la nodul j ce are nodurile intermediare in

multimea {1,2, ..., k}. Atunci cdnd k = 0, un drum de la i la j nu are noduri intermediare, ceea ce
a v v . . 30 _ . .y |
inseamna ca are cel mult o muchi deci d;; = wy;. O solutie recursiva ar fi:
Wi; dacak =0
() _

Y " |min (di(]’-{_l), dg‘f_l) + d,g’;_l) ) dacak >1

Matricea D = (dg.l)) da la final dgr.l) = §(i,j) pentru toate i,j € V.

4

Calculul drumurilor celor mai scurte de jos in sus

. . . y . k) . R
Pe baza acestei recurente putem folosi o procedura care sa calculeze valorile dgj) incrementand

valoarea lui k. Intrarea este matricea W de n X n. Procedura returneazd matricea D™ ce contine cele
mai scurte drumuri intre oricare doua noduri.
FLOYD — WARSHALL(W)
1. n < rows[W]
2. DO ew
3. fork<1ltondo
4 fori<1tondo
5 forj<1tondo
6. d «min (@ ™,d5 0 +daf ™)

7. return D™

Ordinul de timp al algoritmului Floyd-Warshall este determinat de cele trei bucle for imbricate. De aceea

algoritmul are un ordin de timp 0(n?).



Construirea celui mai scurt drum

Exista mai multe moduri de a construi cele mai scurte drumuri, folosind algoritmul lui Floyd-
Warshall. Un mod este de a calcula matricea D din cele drumurile de pondere minima, si apoi a construi
matricea de predecesori I1. Odata ce avem matricea II, putem apela metoda PRINT — ALL — PAIRS —
SHORTEST — PATH(I1, i, j) pentru a lista nodurile dintr-un anumit drum de cost minim.

Putem calcula matricea Il “on line” pe masura ce algoritmul Floyd-Warshall ruleaza. Vom calcula
secventa de matrice [T, TM, . 1MW unde M =N0™W sj n{‘j este definit ca predecesorul nodului j intr-

un drum minim de la nodul i cu toate nodurile intermediare din multimea {1,2, ..., k}.

Putem formula recursiv ni(f). Atunci cand k = 0, un drum minim dintre i si j nu contine nici o
muchie. De aceea pute formula
) (NULL dacdi=jsauw; =
Tij _{ i dacdi # jsiw;j < o
Pentru k = 1 dacad luam drumul i = k — j, atunci predecesorul lui j va fi acelasi cu
predecesorul lui j pe care il alegem din drumul de cost minim ce are ca noduri intermediare {1,2, ...,k —

1}, sau cel care are i ca nod intermediar.

®) L U0 _ (k-1
0 _ m;;° dacad;;” <d;
Y n,(c';_l) daci di(]'.‘_l) <al ™+ d,(c';_l)

Figura 3 prezint3 secventele de matrice [1) ce se formeaza in timpul rulirii algoritmului Floyd-Warshall

pentru graful din figura 1.
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Figura 3. Secventele de matrice ce sunt obtinute in urma executiei algoritmului Floyd-Warshall
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Inchiderea tranzitiva a unui digraf

Dat fiind un graf orientat G = (V, E), dorim sd aflam daca existd drum intre i si j pentru orice
nodurii,j € V.Inchiderea tranzitivd a Iui G este definitd ca graful G* = (V,E*) unde E* =
{(i,)): exista un drum intre i si j}.

Un mod de a calcula inchiderea tranzitivd dintr-un graf in 0(n3) este s3 atribuim o valoare 1
fiecarei muchii si sa rulam algoritmul Floyd-Warshall. Daca exista drum intre nodul i si j obtinem dij <n

altfel dl] = 00,

Mai existd un mod asemanétor de a calcula inchiderea tranzitiva a lui G in timp 0(n®). Aceasta
metoda implica substitutia operatiunilor logice V si A cu operatiunile aritmetice de min si + din

()

algoritmul Floyd-Warshall. Pentru i, j, k = 1,2, ..., n vom defini tl.j ca 1 dacad exista drum intre i si j ce

are noduri intermediare in multimea {1,2, ..., k} sau 0 altfel. Astfel, definitia recursiva este:

RON {0 dacai #jsi(i,j) ¢ E

gy 1 dacii=jsau(i,j)€E
Pentruk > 1

() _ L (k=1)\,r (k=1) 5  (k—1)
tp =t V(g N )

Ca si in algoritmul Floyd-Warshall vom calcula matricele dupa k astfel:

TRANZITIVE — CLOSURE (G)

1. n« |V(G)|

2. fori<1ltondo

3. forj<1tondo

4. ifi=jor(i,j) € E[G]

5. then ti(;)) <1

6. else ti(;)) <0

7. fork < 1tondo

8. fori<1tondo

9. forj<1tondo

10. £ eIV TOASTD)

11. return T



